Anélisis Matematico 1

PROBLEMAS DE DIAGONALIZACION DE MATRICES

Preguntas de tipo test

1 3
1. (M13) El valor propio correspondiente al autovector v :( 5 j de la matriz 4 = (2 2} es:

a)A=-1 b)A=4 OA=1
Soluciodn:

oy YRS

por tanto, v es autovector de la matriz 4 (con autovalor —1).
La respuesta es a)

0 1 00
2. El valor propio correspondiente al autovector v =| =3 | de lamatriz A=| -1 1 0 |es
3 0 1 2
a)A=1 b)A=2 ¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:
1 0 0)O 0
Av=|-1 1 0] -3|=|-3|=1"- v, portanto, v es autovector de la matriz 4 (con
0 1 2){3 3

autovalor A = 1).
La respuesta es a)

2 1
3. (JO4) La matriz 4 = (3 Oj :

1 1
a) Es diagonalizable y su matriz de paso es P = (1 J
b) No es diagonalizable.
¢) Ninguna de las anteriores.
Solucidn:
2-A
|4-2l|=

1
/]‘=)\2—2)\—3=()\—3)()\+1)=0:>

los autovalores son A =3 y A =—1.

. -1 1 \x 0 1
SiA=3: = = {x=t; y=t} - autovector
3 -3\» 0 1
, 3 1\ x 0 1
SiA=-1: = = {x =t; y=-3t} - autovector
3 1\y 0 -3

1 1
La matriz de paso serd: P = (1 3}

La respuesta es ¢)
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Anélisis Matematico 2

-2 4 0 -2
4.(P11)Si v =| 0 | esun autovector asociado al autovalor A de lamatriz 4=|a 5 4 |,
1 b 0 5

entonces debe cumplirse que:
aA)A=—-1,a=0yb=0. b)A=5,a=2yb=0.
c¢) Ninguna de las anteriores: A = ,a= ,b=
Solucion:

4 0 —-2\(-2 -2 -10 —-2A A=5
Se debe cumplirque [a 5 4 || 0 |=A{ O | = |-2a+4|=| 0 |=><a=2.

b 0 5 1 1 -2b+5 A b=0

La respuesta es b)

0 x
5. (J10) La matriz ( Oj’ x %0, y #0 tiene 2 autovalores distintos y reales si:
y

a) x e y tienen igual signo b) siempre c)Soélosix=y
Solucion:

-A X
y A
valores solucion de lambda son opuestos y reales.
La respuesta es a)

Fl determinante

‘=)\2—xy:>)\=\/x_, x#0, y#0 ycon el mismo signo. Los dos

-2 4 0 0
6. (M13) El vector v =| a | es un autovector de lamatriz 4 =2 5 0| asociado al
b 0 0 4

autovalor 4, cuando:
a)a=b=0. b) a =4y b cualquiera. ¢) v nunca es autovector de la matriz 4.
Solucion:
Si v es autovector de la matriz 4, entonces:

4 0 0)(-2 -2 -8 -2

2 5 00 a |=A a |=>|-4+5a|=N a |=>-8=2A=>A=4

0 0 4) b b 4b b
Por tanto:

—4+5a=4a = a=4.
4b = 4b, que se cumple para cualquier valor de b.
La respuesta es b)
Nota: Los autovalores de la matriz dada son A =4, doble; y A = 5.
t
Para = = 4, los autovectores son de la forma: v =| —2¢ |. Suelen elegirse los mas sencillos,
h
1 0 -2
que son: v, =| =2 |y v, =| 0 |. Pero también valdria v, =| 4 |,parat=-2yh=».
0 1 b
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1 0 1 -1
7. | 0 | esun autovectorde 4=| 3 1 -3|:

P -2 0 p
a) Sip=-1. b) Sip=1. c)Sip=0.
Solucion:

1 0 1 -1 0-A 1 -1 )1 0
Si| O | esunautovectorde 4=| 3 1 -3|,secumple| 3 I-A =3 |0|=|0],

p -2 0 p -2 0 p-Alp 0

-A-p=0
y por tanto se cumple: 3-3p=0 . De aquise deduce que p =1, y que [] =-1.
—2+(p-Mp=0
La respuesta es b)
p 3 0
8. (S08) Dada lamatriz 4={ 0 0 0
1 1 1
a) Uno de los autovectores es (1, 0, 0).
b) El producto de los autovalores es 0.
c¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:
p—-A 3 0
Autosistema: | 0 -4 0 |[=0 = (p—-A)(-AH1A-A)=0
1 1 1-4

Autovalores: A =0, A =1y A = p. El producto de sus autovalores es 0.
La respuesta es b)

9. (S06) Los autovalores de la matriz 4 = son 2,3 y4:

S O N
S W Q
O

a) Sélosia=b=0.
b) Para cualquier valor de a y b.
¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:
2-4  a 0
0 3-A b [=0si:A=2,A=30A=4,independientemente de los valores de a y b.
0 0 4-41

La respuesta es b)
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1 p O
10. Lamatriz A={0 p 0 | es diagonalizable:
0 0 -1
a) Siempre, para todo p. b) Sélo sip # =£1. ¢) Ninguna de las anteriores.

Solucion:
Valores propios son: A=1,A=-1yA=p.
Si p # £1, los valores propios son diferentes y la matriz diagonalizable.

0 1 O
Sip=1,A=1esdobleyelrangode A-A/=|0 0 0 |=2= multiplicidad
0 0 2
0 1 0}\x 0
geométricaes 1. Elsistema [0 O O | y|[=| 0] tiene un grado de indeterminacion.

0 0 -2\z) \0

Sip= -1,A=-1esdobleyelrangode A—-Al = = | = multiplicidad

S O N
S O =
oS O O

2 1 0Y«x 0
geométrica es 2. El sistema |0 O O y|=]| 0| tiene dos grados de indeterminacion. Por
0 0 O\z 0

tanto, en este caso la matriz es diagonalizable.
La respuesta es c)

S pop
11. J09) Dada lamatriz4 =| -1 ¢ 2 |, si se sabe que al valor propio A =1 le
3 p -4
corresponde el vector propio v, = (3, -1, 3), entonces:
a)p=-06;,q=4. b) p=0;g9g=-1. c¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:
S5 p p\3 3 15+2p 3
-1 g 2 |-1|=|-1|=>|-¢q+3|=|-1| = p=—6;9g=4
3 p —-4)13 3 -3-p 3

La respuesta es a)

-3 1 3
12. (JO4) El valor propio correspondiente al autovector ( 5 ] de la matriz 4 = (2 2] es:

a) A =-1. b) A =4. ¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:

o 2 )AT)

La respuesta es a)
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2 2
13. (JO8) La matriz 4 = (0 j es diagonalizable:

p
a) Solo sip = 2. b) Para cualquier p # 2.
c¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:
) 2-A
Autosistema: )\‘ =0=2-N(p-A=0
p-

Autovalores: A =2y A =p.
Si p # 2, los autovalores son diferentes y la matriz A es diagonalizable.
Sip =2, =2 es doble. En este caso los autovectores se obtienen resolviendo:

0 2\x 0 xX=t
= =
0 ONy 0 y=0
Como la multiplicidad geométrica es 1 y la algebraica 2, la matriz no es diagonalizable.
La respuesta es b)

1
14. (J07) Dada la matriz 4 = (

a . .
6}’ si para el autovalor A su autovector asociado es
~ (3
V= , entonces:
2

a)a=0yA=1. b)a=3yA=3.
c) Ninguna de las anteriores: a = yA=__ .
Solucién:

, 1 a)3 3 3+2a 31
Debe cumplirse que =A o = =>A=3ya=3.
-2 6)\2 2 6 2A

La respuesta es b)

1 0 »p
15.(JO1) Lamatriz A=|0 p*> 0 | es diagonalizable:
0 0 4
a) Siempre, para todo p. b)Solosip#1yp#4.
¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:

Valores propios son: A = 1, A =4 y A = p.
Sip#-1,1,-2, 2, los valores propios son diferentes y la matriz diagonalizable.

0 0 1
Sip=1,A=1esdobleyrangode 4—=A/={0 0 0| =1= multiplicidad geométrica
0 0 3

0 0 I)x 0
es2.Elsistema |0 O O] y|=]|0 | tiene dos grados de indeterminacion.
0 0 3,z 0

Sucede lo mismo cuando A =-1,A=-2yA =2
Luego, la matriz es diagonalizable siempre.
La respuesta es a)
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3 5 -6 -6

16. (JO5) El autovalor asociado al vector | =1 | de lamatriz | -1 4 2 | es:
3 3 -6 -4

a) A=1 b)A=0 ¢) Ninguna de las anteriores.

Solucion:
5 -6 -6 3 3
-1 4 2 | |-1|=-1|=>A=1
3 -6 -4 3 3

La respuesta es a)

1
17. (JO6) Dada la matriz A4 = (2

(2/5 145
a) U=
/N5 =2/45
Solucioén:
1-A 2
2 -2-A
Para A =2:v;=(2, 1) — unitario (2/\/5,1/\/5)
Para A = -3: v, =(1, —2) — unitario (1/\/5,—2/\/5).
La respuesta es a)

) , la matriz ortogonal U que diagonaliza a A es:

1 1
b) U :( { 1] c¢) Ninguna de las anteriores.

‘:o = MN+A-6=0 = A=2; A\=-3.

2 2
18. (JO8) La matriz 4 = (0 j es diagonalizable:

p

a) Solo sip = 2.

b) Para cualquier p # 2.

c) Ninguna de las anteriores.

Solucion:

2-A 2
-

Autovalores: A =2y A =p.

Sip # 2, los autovalores son diferentes y la matriz A es diagonalizable.

Sip =2, A =2 es doble. En este caso los autovectores se obtienen resolviendo:

0 2\x 0 xX=t
= =
0 ONy 0 y=0
Como la multiplicidad geométrica es 1 y la algebraica 2, la matriz no es diagonalizable.
La respuesta es b)

Autosistema:

A‘ =0 = 2-N)(p-A)=0
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Problemas
-1 2 0

1. (1 punto) (J13) Diagonaliza, si ello es posible, lamatriz A= 0 -2 0| (Determina las
2 -1 1

matrices Dy P)

Solucion:

-1-A 2 0
El polinomio caracteristico es |A —/11| = 0 2= 0 |=(C1=-A)(2-)(1-A1).
2 -1 1-A
— Los valores propios son: A = 1,A=-2y A =-1.
Para A = 1, el autosistema asociado es:

-2 2 0)«x 0 —-2x+2y=0 x=0 0
0 -3 0|y|=|0]= -3y=0 = 5y =0 — Vector propio: v, =| 0 |.
2 -1 O)\z 0 2x—y =0 z=t 1
Para A = -2, el autosistema asociado es:
I 2 0)\«x 0 x=-2t -6
x+2y=0 .-
0 0 Ofy|=|]0|=> =y y=t — Vectorpropio: v, =| 3
2x—y+3z=0
2 -1 3z 0 z=5t/3
Para A = —1, el autosistema asociado es:
0 2 0)x 0 2y =0 xX=t
0 -1 O0fy|=|0]|= -y=0 = 4 »=0 — Vector propio: v, =| 0
2 -1 2)\z 0 2x—-y+2z=0 z=-t -1
1 0 O 0 -6 1
Por tanto, la matriz D={0 -2 0 |;ylamatriz P=|{0 3 0
0 0 -1 1 5 -1

3
2. (M13) (1 punto) Dada 4 = (0 pJ , estudia, segun los valores de p, si 4 es diagonalizable, y
p

diagonalizala (es decir, calcula las matrices D4 y P,) en el caso p = 2.
Solucion:
3-4  p

=(B-A)(p—-A)=0 = los autovalores son: 3 y p.
0 p-A

0 3
Si p =3, el autovalor A = 3 es doble y el rango de (B —31) = (O J es 1.

Luego la multiplicidad geométrica de la solucion del autosistema es 1. Por tanto, para p = 3, la
matriz B no puede diagonalizarse.

Sip =2, los autovalores A =3 y A = 2 son simples, y la matriz B es diagonalizable.
En este caso:

i 0 2 \x 0 2y=0 x=t
Para A = 3, el autosistema es = = =
0 -1y 0 -y=0 y=0
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) I 2)x 0 x+2y=0 x=-2t
Para A = 2, el autosistema es = = =
0 ONy 0 0=0 y=t

Portanto, Dy=|° |y py= |l T2
or tanto, Dp= = )
5 o 2)7 T o 1

3 0 2
3.(M12) Dadalamatriz A={0 -1 0
0 a a

a) (1 puntos) Estudia para qué valores del parametro a es diagonalizable.
b) (1,5 punto) Para ¢ = 2 halla la matriz de paso Py la matriz diagonal D. Calcula también P 'y
comprueba que 4 = PDP™".
Solucidn:
3-A 0 2

a)l 0 —-1-A 0 [=@-A)(-1=-A)(a—-A)=0 = los autovalores son: 3, -1 y a.

0 a a-»A\
Sia # 3 ya#—1 lamatriz es diagonalizable, pues los tres autovalores serian distintos.
0 0 2
Sia =3, el autovalor A = 3 es doble y el rango de (A - 31) =0 -4 0]es2.
0 3 0

Luego la multiplicidad geométrica de la solucion del autosistema es 1.
Por tanto, para a = 3, la matriz 4 no puede diagonalizarse.

De otra forma:

0 0 2\«x 0 3 x=t
SiA=a=3, el autosistemaes |0 -4 0| y|=|0]| = {—2:)/_:00 =3y=0
0 3 O)\:z 0 z=0
Por tanto no es diagonalizable: multiplicidad algebraica = 2; multiplicidad geométrica = 1.
4 0 2
Sia=-1, el autovalor A =—1 es doble y el rango de (A - 21) =10 0 O]es2.
0 -1 0

Tampoco es diagonalizable: multiplicidad algebraica = 2; multiplicidad geométrica = 1.

3 0 2
b) Paraa=2,lamatrizes 4=|0 -1 0 |. Sus autovalores son: 3, -1 y 2.
0 2 2
0 0 2})\x xX=t 1
. . 2z=0
SiA =3, clautosistemaes [0 -4 0 | y|= :{ ) _O: y=0—->v,=(0
0 2 -1)z r= 2=0 0
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4 0 2Y\«x 0 x=-t/2
. . dx+2z=0
SiA=-1, ¢l autosistemaes [0 0 O y|={0| = =3y=(-3/2)t —>
2y+3z=0
0 2 3)z 0 z=t
-1
(haciendo r=2) - v, =| =3 .
2
I 0 2)x 0 x=-2t
. . x+2z=0
SiA =2, el autosistemaes [0 -3 O y|[=|0| = Iv =0 =17 y=0 —
0 2 olz) (o Y 2=t
-2
1
3 00
La matriz diagonales: D={0 -1 0.
0 0 2
1 -1 =2
La matrizde paso P=|0 -3 0 — Hasta aqui, 0,75 puntos
0o 2 1
— Calculo de la inversa y multiplicacion de matrices, 0,75 puntos
. 3 3 6 1 1 2
-1 (sz) -1
Inversa: P = =——|0 1 0O |=P =|0 -1/3 0
Al (-3
0 -2 -3 0 2/3 1
Se cumple que 4 = PDP™".
2 0 0
4.(J11)Dadalamatriz A={0 -2 a|.
3 0 a

a) (1 puntos) Estudia para qué valores del pardmetro a es diagonalizable.
b) (1,5 punto) Para a = 1 halla la matriz de paso Py la matriz diagonal D.

¢) (0,5 puntos) Calcula también P~' y comprueba que 4 = PDP™".
Solucion:

2-A 0 0
a)| 0 -2-A a [=2-MN(2-A)(a—-A)=0 = losautovalores son: 2, -2 y a.
3 0 a—A\

Sia #2ya#—2 lamatriz es diagonalizable, pues los tres autovalores serian distintos.

0 0 0
Sia =2, el autovalor A =2 es doble y el rango de (A -21 ) =10 -4 2|es2paratodo
30 0

valor de a. Por tanto 4 no puede diagonalizarse.
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De otra forma:
0 0 OY«x 0 x=0
. . -4y +2z=0
SiA=a=2,elautosistemaes |0 -4 2| y|=|0]| = 3 =0 = y=t
3 0 0)\z) (o T z=21
Por tanto no es diagonalizable, pues la multiplicidad algebraica del autovalor es 2 pero la
multiplicidad geométrica es 1.

0 0
0 -2 es2 paratodo
0 0

Sia =2, el autovalor A =2 es doble y el rango de (4-21)=

w O

valor de a. Tampoco es diagonalizable.

2 0 0
b) Paraa=1,lamatrizes 4=|0 —2 1 |.Sus autovalores son: 2, -2y 1.
3 0 1
0 0 O0})x 0 xX=t
. . —4y+z=0
SiA =2, ¢l autosistemaes |0 -4 1 | y|[=|0 :{3x—z=0 =4qy=3/4 —
3 0 -1I)\z z =3t
4
- v =3
12
4 0 0 0 4x =0 x=0 0
SiA=-2, el autosistemaes [0 0 1 =0|=> z=0 =Jy=t—-ov,=[1].
3 0 3¢z 0 3x+3z=0 z=0 0
1 0 O 0 x=0 x=0
SiA=1,elautosistemaes |0 -3 1|y |=|0|=><-3y+z=0=<y=t —
3 0 O)\z 0 3x=0 z =3t
0
- v, =|1].
3
2 0 0 4 0 0
La matriz diagonales: D=0 -2 0/|. Lamatrizdepaso P=|3 1 1
0 0 1 12 0 3
) (R)’ | 3 0 0 ) /4 0 0
c)Inversa: P =~ =—| 3 12 -4|=P'=[1/4 1 -1/3
|P| 12 -12 0 4 -1 0 1/3

Se cumple que 4 = PDP™".

José Maria Martinez Mediano



Analisis Matematico 11

5 0 O
5.(J10) Dadalamatriz A= 0 -1 b
3 0 a

a) (1,5 puntos) Estudie para qué valores de los parametros a y b es diagonalizable.
b) (1 punto) Halle la matriz de paso P para b = 0 y a cualquier valor.
Solucion:

5-A 0 0
a)| 0 —-1-A b [=(-MN(-1-A)(a—MN)=0 ylos autovalores son: 5, -1 y a.
3 0 a—»A\

Sia #5ya#-1lamatriz es diagonalizable.

0 0 O
Sia =35, el autovalor 5 es doble y el rango de (A =51 ) =0 -6 b |es2paratodo valorde
3 0 0
a.
Por tanto 4 no puede diagonalizarse.
6 0 0
Sia = -1, el autovalor —1 es doble y el rango de (A +1) =0 0 b|eslsib=0;y2,s1b
3 00
% 0.
Luego la matriz se diagonalizasia=-1y b=0.
5 0 0
b) Para b =0, lamatrizes 4={ 0 -1 0 |. Sus autovalores son: 5, -1 ya #5.
3 0 a
El autovalor A =5 nos da:
0 O 0 \x 0 x=(5-a)t 5-a
-6y=0 ) -
0 -6 0 |y|=|0|= = y=0 .Sit=1,v,=| 0
3x+(a—-5)z=0
3 0 a-5)¢z 0 z =3t 3
El autovalor A = -1 da:
6 0 0 \x 0 0 0
6x=0 ) .
00 O |»=|10|= =|n|.Stn=1,v,=|1].
3x+(a+1)z=0
3 0 a+l)iz 0 0 0
x=0 0
(Si a tomase el valor —1, la solucion seria < ¥ =n — se obtendrian dos vectores: v, =| 1 |y
z=h 0
0
v, =101])
1
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El autovalor A = g da:
5-a 0 0\ x 0 0 0

S-a)x=0 . ~
0 -1-a O|y|=|0|=> =|0[.Sip=1,v;=|0].
(-1=-a)y=0
3 0 Oz 0 1
(De nuevo se tendria el caso a = —1, con el mismo resultado dado.)
5-a 0 0
Una matriz de paso puedeser P=| 0 1 0].
3 01

6. (P11) a) (1,25 puntos) Analiza en funcién de los valores de p la diagonalizacion de la

p p 0
matriz A= 0 —2 0] en funcién de los valores de un parametro p.
p -1 1

b) (1,25 puntos) Diagonaliza la matriz 4 cuando p = 2. (Determina las matrices D y P.)
Solucidn:
p=A p 0
El polinomio caracteristico es |A - )\I| = 0 =2=-A 0 |[=(A=-M(2-N(p—-]).
p -1 1-A

A=-M(2-MN(p-N=0=A=1,A=-2yA=p.

Los valores propios son: A = [,A=-2y A =p.
Observacion: Resulta sorprendente el alto porcentaje de alumnos que operan (multiplicando
la expresion (1—=A)(=2—=A)(p —A) =0) para resolver la ecuacion anterior. Tal procedimiento
indica un infimo conocimiento de las ecuaciones, que habitualmente acaba en errores en la
solucion o soluciones. Conviene recordar que para que un producto sea 0 es necesario y
suficiente que alguno de los factores sea 0.

Por tanto:
Sip #1y—2, los valores propios son diferentes y la matriz serd diagonalizable.
Sip =1, =1 es doble (multiplicidad algebraica 2).

0 I O0)«x 0 y=0 x=0
El autosistema asociadoes |0 =3 0| y|=|0| = 1-3y=0 = <y =0 (multiplicidad
I -1 O\z 0 x—y=0 z=t

geométrica 1)
En este caso la matriz no es diagonalizable.

Sip=-2, A =-2 es doble (multiplicidad algebraica 2).
0 -2 0)«x 0 x=3t/2
. ) -2y=0
El autosistema asociadoes | 0 0 Oy |[=]|0|= = y=0
5 | 3 0 -2x-y+3z=0
-2 - z

(multiplicidad geométrica 1).

La matriz 4 tampoco es diagonalizable cuando p = —2.
Luego, la matriz 4 es diagonalizable siempre que p #1 y —2.

José Maria Martinez Mediano



Analisis Matematico 13

2 2 0
b) Sip=2,lamatrizes 4={0 -2 0| = Los valores propios son: A=1,A=-2yA =2,
2 -1 1

Para A = 1, el autosistema asociado es:

I 2 0)x 0 x+y=0 x=0 0
0 -3 0|y[={0] =4 -3y=0 = 1y =0 — Vector propio: v, =| 0 |.
2 -1 O\z 0 2x—-y=0 z=t 1
Para A = =2, el autosistema asociado es:
4 2 0)\«x 0 xX=t 1
4x+2y =0 _
0 0 Of)y|=]0 :>{ =>4 y=-2t > Vectorp: v, =| =2 |=
2x—y+3z=0
2 -1 3)\z 0 z=-4t/3 -4/3
3
-6 .
-4
Para A = 2, el autosistema asociado es:
0 2 0})x 0 2y =0 x=t 1
0 -4 0 |y|l=|0|= -4y=0 = {y=0 — Vector propio: v, =| 0 |.
2 -1 -1)z 0 2x—y—z=0 z =2t 2
1 0 O 0 3 1
Por tanto, lamatriz D=0 -2 0|;ylamatrizP=|0 -6 0].
0 0 2 1 -4 2
-12 -10 6
Nota. Aunque no se pide, la matriz P~ -1 0 -1 0|.Puede comprobarse que
6 3 0
PDP'=4.
Opcién p =0
0 0 O

b) Sip=0,amatrizes 4={0 -2 0| = Los valores propios son: A=1,A=-2yA=0.
0 -1 1

Para A = 1, el autosistema asociado es:

-1 0 O0)x 0 -x=0 x=0 0
0 -3 0|y|=|0]|=4-3y=0 = 4y=0 — Vector propio: v, =| 0 |.
0 -1 O\z 0 -y=0 z=t 1
Para A = =2, el autosistema asociado es:
2 0 0)«x 0 x=0 0
2x=0 N
0 0 Oyl=|0|= = 4y =3t — Vector propio: v, =| 3 |.
-y+3z=0

0 -1 3){z 0 z=t 1

Para A = 0, el autosistema asociado es:
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0 0 O0)x 0 B x=t 1
0 -2 0fy|=]0 :{_2y_0 = ¥ =0 — Vector propio: v, =| 0 |.
-y+z=0
0 -1 1)z 0 z=0 0
1 0 O 0 0 1
Por tanto, lamatriz D=0 -2 0|;ylamatriz P=|0 3 0.
0 0 0 1 10
0 -1/3 1
Nota. Aunque no se pide, la matriz P =| 0 1/3 0 |. Puede comprobarse que
1 0 0
PDP™' = 4.
S pop
7.(S09) Dada lamatriz4=| -1 g 2
3 p -4

a) (0,5 puntos) Determina p y ¢ sabiendo que al valor propio A = 1 le corresponde el vector
propio v, = (3, -1, 3).

b) (0,5 puntos) Para los valores de p y g hallados, determina los demas valores propios.
Solucion:

S p p}\3 3 15+2p 3
ay|-1 g 2 |-1|=|-1|=|-g+3|=|-1| = p=-6;,9g=4
3 p —-4) 3 3 -3-p 3
5-1 -6 -6
by |[A-All=| -1 4-2 2 [=0=(A-2A-1)=0 —
3 -6 -4-1

Autovalores: A = 1; A =2, doble.
8. (S08) (20 puntos) Dada la aplicacion lineal de R? en R, f{x, y, z) = (x, px+y, px+py+3z):

a) Discutir, en funcioén de p, cuando su matriz asociada es diagonalizable.
b) Para p = 0 hallar la matriz de paso y A°.

Solucion:
1 0 0

a) A=|p 1 0| - |4=-A|=(1-2’3-A)=0
p pr 3

Autovalores: A = 1, doble; A = 3, simple.

« ParaA =1y p=0lasolucion genérica es (0, 3, 0) de dimension dos que coincide con la
multiplicidad geométrica del autovalor (una base de autovectores asociados a ese autovalor
serian por ejemplo {(1, 0, 0), (0, 1, 0)}), entonces la matriz es diagonalizable.
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* ParaA =1yp#0lasolucion genérica es (0, —2[3/p, B) y de dimension 1 que no coincide
con la multiplicidad geométrica del autovalor que es 2 (una base de autovectores asociados a
ese autovalor serian por ejemplo {(1, —2/p, 0)), entonces la matriz NO es diagonalizable.

b) Si p = 0 ya tenemos una base de autovectores para A = 1,{(1, 0, 0), (0, 1, 0)}.
Para A = 3 una base de autovectores es, dada la solucion genérica (0, 0, ) seria, por ejemplo
0,0, 1).

1 00
Entonces lamatriz P=|0 1 0 |=P"'y,porlo
0 0 1
1 0 0) I 0 O)1 0 0y (1 0 O
tanto 4° = PDP™' =| 0 1 O} 0 I’ 0ofjo 1 0|={0 1 0
0 0 1Jlo 0 3)l0 0 1 0 0 243
1 0 »p
9 (1,5 puntos) (S05) Dada lamatriz 4 =| 0 0 1 |, discutir razonadamente para qué
0 p> 0
valores de p es diagonalizable.
Solucion:
-4 0 »p
0 -4 1 =(1—/1)[/12—pz].Autovalores:)\Zl;)\Zp;)\z—p
0 p* -2

a Sip#0,—1,1 los autovalores son distintos y la matriz diagonalizable.
o Sip=0,A=0es doble.

I 0 0)«x 0 x=0

Autovectores paraA=0: |0 0 1| y|=[0| = <y =t = Multiplicidad geométrica 1.
0 0 O\z 0 z=0

La matriz no sera diagonalizable.

o Sip=-1,A=1esdoble.
0 0 -I)«x 0 x=t

Autovectores paraA=1: |0 -1 1 | y|[=|0| = <y =0 = Multiplicidad geométrica 1.
0 1 -1)z z=0

La matriz no es diagonalizable.

o Sip=1,A=1esdoble.
0 0 1}Yx 0 x=t

Autovectores paraA=1: |0 -1 1 | y[=|0| = <y=0 = Multiplicidad geométrica 1.
0 1 -1)z 0 z=0

La matriz no es diagonalizable.
Asi pues, A es diagonalizable siempre que p # %1, 0.
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2 21
10. JO8) (2 puntos) Diagonalizar la matriz A =| 1 3 1 |. Esto es, encontrar una matriz P
1 2 2
invertible y una matriz diagonal, D, tal que P"'AP = D. Comprobarlo.
Solucion:
Calculo de autovalores:
2-N 2 1
[A-Al=[ 1 3-A 1 |[=-A-DA-DQA-5)
1 2 2-A
Célculo de autovectores asociados:
Para A =1 (doble):
1 2 1)«x 0 X -2 -1 -2
1 2 1| y|=|0|=>{x+2y+z=0=|y|=h 1 |[+q 0 |=¥ =] 1 |y
1 2 1)z 0 z 0 1 0
-1
v, =| 0
1
-3 2 I\ x 0 —3x+2y+z=0 X 1 1
ParaA=5]1 -2 1 |y ZOJ: x=2y+z=0 = |y|={1]| = v;=|1
1 2 -3z 0 x+2y-3z=0 z 1 1
-2 -1 1 1 00 -1 2 -1
Luego: P=| 1 0 1[;D={0 1 Of; P'==~|-1 =2 3}
0 1 1 0 0 1 2 1
Comprobacion:
-1 2 -1)(2 2 1)(-2 -11
plar=t-1 =2 3|1 3 1} 1 0 1|=
4 1 2 1)1t 2 2)Lo 1 1
-1 2 -1\(-2 -1 5 1 00
=l—1 -2 3 1 0 5}{0 1 OJ
4 1 2 1 0 1 5 0 0 5
1 00
11. JO7) Sealamatriz A=|a a 0
2 b 2

a) (1 punto) Determinar los valores que pueden tomar a y b para la matriz sea diagonalizable.
b) (1 punto) Diagonalizarla cuando @ =0 y » = 1. (Halla la matriz diagonal D y la matriz de
paso P. No es necesario que calcules P™'))

Solucién:
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1-1 0 0
a)[A=Al|=| a a-A 0 |=1-Na@-MN2-]\)
2 b 2-A

Los valores propios son: A=1,A=ay A =2.
Por tanto, si a # 1 y 2, los tres autovalores son distintos. En este caso, la matriz A sera
diagonalizable.

Para a =1, el valor A = 1 es doble. En este caso, el autosistema es:
0 0 O0)x 0

x=0 x=0
I 0 Offy|=|0| = =
2x+by+z=0 z=-by
2 b 1)\z 0

El autovalor es de multiplicidad algebraica 2 y el sistema tiene multiplicidad geométrica 1 =
la matriz no es diagonalizable en este caso.

Para a =2, el valor A =2 es doble. En este caso, el autosistema es:

-1 0 0)«x 0
x=0 x=0
2 0 0Ofy|=|0| = = =
2x+by =0 by =0
2 b 0O)\z 0

x=0
(1) yy=0,s1b =0, sistema con multiplicidad geométrica 1. La matriz NO es diagonalizable
t

z =
x=0

(2) Yy =h,sib =0, sistema con multiplicidad geométrica 2. La matriz SI es diagonalizable
z=t

Por tanto:

La matriz es diagonalizable si
« a#1y?2,para cualquier valor de b;
« sia=2yb=0,

1 00
b) Cuandoa=0yb=1lamatrizes A={0 0 O |, siendo los autovalores A=1,A=0yA
21 2
=2
0 0 0Y«x 0 x=t 1
y=0
ParaA=1: |0 -1 0| y|=|0| = y=0 = v=|0
2x+z=0 _
2 1 1)z 0 z=-2t -2
1 0 0)«x 0 0
x=0 x=0 R
ParaA=0: {0 0 0| y|=|0| = = =>v,=|-2
2x+y+2z=0 y=-2z
2 1 2)\z 0 1
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-1 0 0Yx) (0 =0 0
x=0 _
ParaA=2:|1 0 0fy|=]0 = {y=0= 5, =]0
2x+y =0

2 1 0z 0 z 1

1 0 0 1 00
Luego: P={ 0 -2 O0|yD=|0 0 O

-2 1 1 0 0 2

1 3 0

12. (1 punto) (JO5) Diagonalizar la matriz 4 =|3 -2 —1|. Esto es, encontrar una matriz P
0 -1 1
invertible y una matriz diagonal, D, tal que P AP = D. Comprobarlo.

Solucion:
1-A 3 0
A== 3 =-2-2 -1|=(1-MDA-3)(A+4)
0 -1 1-4
0 3 0)x 0 X 1 1
Para)\—lz(3 -3 =1|y|=]0| = |»y|=40] = v,=|0
0 -1 0 \z 0 z 3 3
5 3 0})x 0 X -3 -3
ParaA=-4:|3 2 -1 yJ={O = y}=t 51 =>v,=5
0 -1 5 )z 0 z 1 1
-2 3 0 \x 0 X 3 3
ParaA=3:| 3 -5 —IJ{)} =0]| = (y = 2| = v;=|2
0 -1 -2)z 0 z -1 -1
1 -3 3 1 0 O 7 0 21
Luego: P=|0 5 2 |;D= -4 OJ;P‘I:i -6 10 2
31 -1 0 0 3 70 15 10 -5
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