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PROBLEMAS DE MATRICES Y DETERMINANTES

1. Peguntas de tipo test

1 0
1. (P12). Las matrices A= (_ 2 -l 1] , B=|—-2 0] ysus traspuestas, A'y B', cumplen:
-1 0 2 {1
a) (AB) = A"B". b) (AB)=B"A". c¢) Ninguna de las anteriores.
Solucidn:
En este caso se cumple b), pues:
1 0 -2 -1

-2 -1 1 11 o (1 =21 11

AB = ~2 0= . BUA! = -1 0 |= .

-1 0 2 12 0 0 1 12
11 12

La respuesta es b).

2. (P12). Las matrices P que conmutan con A = [O

(a b] (a bj
a) P= b) P =
0 a-b 0 —-b

c¢) Ninguna de las anteriores, la matriz P debe ser: P = [ j

2
lj son de la forma:

Solucion:

) a b 1 2Ya b a byl 2 a+2c b+2d a 2a-b
(c dj (0 —J[c d] {c dj(o —1] ( —C -d j (c 2c—dj

at+2c=a —>c=0

N = La matriz P:(a b J
b+2d=2a-b—>d=a-b 0 a-b
—-d=2c-d
La respuesta es a)
-1 -2 -2
3. (P12). Sabiendo que la matriz A= 1 2 1 | verifica la igualdad A’ —1 =0, con |
0 -1 -1
matriz identidad y O matriz nula (no hace falta comprobarlo), entonces, puede asegurase que:
-1 0 2
a) AP =0. b AY=| 1 1 -1]. ¢) Ninguna de las anteriores.
-1 -1 0

Solucidn:
Si A'—1=0 = A" =1 = A? =(A*) = 1% =1 Por tanto:
AB = AZA=1-A=A A“Y=A"7.A%2 =A% = A?

Multiplicando se tiene que:
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-1 =2 =2\(-1 -2 =2 -1 0 2
A=l1 2 1|1 2 1|=[1 1 -1
0O -1 -1)L0 -1 -1 -1 -1 0
Observacion: Aunque no se pide comprobarlo, puede verse que:
-1 -2 =2)\(-1 0 2 1 00
AM=1 2 1|1 1 -1|=/0 1 0|=1 < A -1=0.
0 -1 -1){-1 -1 0 0 0 1

La respuesta es b)

a 0 0

4.(S02). Lamatriz A=| 0 cosb senb | es ortogonal:
0 —senb cosb

a) Si a=1y b cualquiera.

b) Sélosia=-1.

¢) Ninguna de las anteriores.

Solucion:

Una matriz A es ortogonal si A™' = A",

a 0 0 a
A=|0 cosb senb| = A'=|0 cosb —senb}
0 —senb cosb 0 senb cosb
a’ 0 0 I 00
AA = 0 cos’b+sen’b 0 =10 1 0|=>a’=1=a==+1
0 0 sen’b+cos’b 0 0 1

La matriz A es ortogonal si @ =+ 1, cualquiera que sea ¢l valor de b.
La respuesta es a).

m-—1 1 -1
5.(E11) Elrango de lamatriz A=| 0 m-2 1 |es3:

m 0 2
a) Para cualquier valorde m# 1y 2.

b) Para cualquier valordem # 1y % .

c) Ninguna de las anteriores.

Solucién:
Haciendo el determinante de A se tiene:
m-1 1 —1
A=l 0 m-2 1|=m-D)2m-2)+m(I+m-2)=(m-1)3m-4)
m 0 2

El determinante vale O cuandom =10 m = % =>sim#ly m# % el rango de la matriz es 3.
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a’-1 a-1 0
6. (S04). La matriz A=| 0 a’ 1|
a’-1 a 1

a) Tienerango3sia=1lya=-1. b) Surangoes 2 sia#—1.

¢) Ninguna de las anteriores.

Solucién:
a’-1 a-1 0 1 a-1 0 1 a-1 0
0 a’ l=@*-Do a* 1=@*-Do a* 1l=(@*-1?°
a’-1 a 1 1 a 1 0o 1 1

Por tanto:

Sia=#1ya=#-1,det(A) # 0 = rango(A) = 3;
La respuesta es a).
1 0 -2 3 1
7.(S08). Elrangodelamatriz|2 -1 3 0 2 |esdos:
4 b -1 6 4
a) Siempre, para todo b. b) S6lo si b=-1. ¢)Sib=0.
Solucion:

0
El menor i #0 = r(A) > 2.

Para que el rango de la matriz dada sea 2 es necesario que los menores de orden 3 valgan 0.

1 0 3 1 0 -2
2 -1 0/=6(b+1)=0=b=-1;2 -1 3|=-7(b+1)=0=b=-1;
4 b 6 4 b -1

Si b #—1 el rango de la matriz es tres.
La respuesta es b).

-2 p 1
8.(J09).Elrangode |[1-p 1 p|es2:
2 —-p 3

a) Nunca, para ningun p € R.
b) Sélosip=—-1op=2.
¢) Siempre, paratodo p € R

Solucién:
-2 p 1
1-p 1 p/l=4(p>—p-2) =0sip=2o0p=-1.En estos casos el rango es 2.
2 —-p 3

La respuesta es b).
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1 1 -2
9.(JO7). Elrango de lamatriz |a -1 2 | es:
1 -1 2
a) 3,siysolosia#1. b)2,siysolosia=1. ¢) 2, para cualquier valor de a.
Solucion:
1 1 -2 1 1 0
a -1 2 | —(lacolumna 3*es proporcionalala2®) — |[a —1 0| = el rango nunca
1 -1 2 1 -1 0
puede ser 3.

Como el menor

1‘ =—2 #0, el rango de la matriz es 2 cualquiera que sea el valor de a.

La respuesta es c).

p 0 p-1 p
10. (J13). El rango de la matrizA=1—p 1 0 0es3:
p 0 1-p p
a) Sip=0. b) Sip=1. ¢) Ninguna de las anteriores.
Solucidn:
0 0 -10 0 1
Sip=0,lamatrizes|1 1 0 0|, cuyorango es 2, al tener la submatriz Ml:[l 0 j
00 I O
determinante no nulo, y tener dos columnas iguales y una nula.
1 0 0 1 1 o
Sip=1,lamatrizes |0 1 0 O |, cuyorango es 2, al tener la submatriz MIZ[O lj
1 0 01
determinante no nulo, y tener dos columnas iguales y una nula.
La respuesta es c).
I -1 1 a
_ 0 1 0 1
11. (JO8). Dada la matriz A = :
a 0 00
0 0 1 0
a) Surango es 4 sia # 0. b) Surangoes3sia# 1. c) Surangoes 3sia=—1.
Solucidn:
1 -1 1 a
-1 1 a
0 1 0 1 )
A= =al 0 ll=a(l+a) =>r(A)<4sia=0o0a=-1.
a 0 0 o0
0 1 0
0 0 1 O
1 -1 1
Sia=-1, el rango de A es 3. Por ejemplo, el menor |0 1 0| =1.— Larespuesta es c).
-1 0 O
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12. P(12). Si B es una matriz cuadrada de dimension 3 % 3 cuyo determinante vale —1,
entonces los determinantes de 5B y el de B? valen, respectivamente:

a)-Syl. b)-15y-1.
c¢) Ninguna de las anteriores; sus valores respectivos son:
Solucion:

Por las propiedades de los determinantes se tiene:
. [5B|=5"B| = |5B|=5(-1) =-125.

. |B?|=Bl{B|=(-D(-D=1.
Larespuestaesc): =125y 1.

0 1 0 0 0 1
13. (S09). Para las matrices A={0 0 1|y B=|1 0 0| indica la propiedad que no se
1 00 0 1 0
cumple entre las siguientes:
a) La inversa de A es A”.
b) A? =B.
c) Ay B son ortogonales.
Solucidn:
0 1 0Yo 1 0 0 0 1
a) Multiplicando: A ={0 0 1[0 0 1|=[1 0 0
1 0 Of1 O O 0 1 0

Puede observarse que tanto A como A” son matrices no singulares (con determinante distinto
de 0).

0
Como A-AZ=|0
1

- o O

0
0 | =1, resulta obvio que las matrices A y A”
1

S O =
S = O
S = O

1
0=
0

oS O =
S = O

son inversas.

b) Como A’ =AA*=1 = A" =1 #B — falsa
c) Es cierta, pues AA' =1y B-B' =1.

La respuesta es b).

b

a) Tiene inversa para todo a # 4.

b) No tiene inversa si abh = —4
c¢) Ninguna de las anteriores.
Solucién:

I a

b

Sia#4, para b =1 la matriz no tiene inversa.
Si a‘b = -4, la matriz tiene inversa.
La respuesta es c).

1 a
14. (S11). Para la matriz A= { 4}, puede afirmarse:

=4—-ab=0 = ab =4. En ese caso no tiene inversa.
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al o0
15. (S08). Lamatriz A={ 0 1 1 | no tiene inversa:
1 a 0
a) Sia=0. b) Cualquiera que sea valor de a. ¢) Ninguna de las anteriores.

Solucién:
|A|:l—a2 =0 = sia#=l, el rango de A es 3.

La respuesta es c).

1 0 -1
16. (S07). Lamatriz A=|0 X 3 | posee inversa:
4 1 -X
a) Six# 1. b) Para todo x <0. c) Para todo x > 0.
Solucion:
Una matriz posee inversa cuando su determinante es distinto de cero.
1 0 -1
A=0 x 3|=-x"+4x-3=0=x=1,x=3
4 1 -X

Por tanto, la matriz A posee inversa cuando X # 1 y X # 3.
La respuesta es b).

a 1l 2
17.(S03). Lamatriz A=|2 a 2| tiene inversa:
1 a 1
a) Siempre, para todo valor de a. b) Sia=0. ¢) Ninguna de las anteriores.

Solucidn:
|Al=a(2-a)=0 sia=0y2.
La respuesta es c).
2 a -4
18. (J11). Lamatriz A=|—-1 1 2 | no tiene inversa:
a 0 -4
a)Sia=0. b) Sia==l.
c¢) Ninguna de las anteriores. No tiene inversa si a =
Solucion:
|A| = —8+2a’ = si a=+2, la matriz no tiene inversa.

En los demads casos el rango de A es 3 y si tendra inversa.
Larespuestaesc): a =42

19. (S07). Sea A una matriz invertible que cumple la relacion (X + A)* = X + X-A+1,

donde | es la matriz identidad y X otra matriz multiplicable con A. Entonces, despejando X se
obtiene que:

a) X=A"-A
b) X =A-A"'
c¢) Ninguna de las anteriores.
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Solucidn:

Operando se tiene:
(X+A)’ =X+ XA+l & XP+AX+X-A+A' =X’ + XA+l <
S AX+A =] & AX=I-A" = AAX=AT1-AY) =
= X=A"-A

20. (J11). Sea A una matriz invertible que cumple la relacién (X — A)* = X* — X-A+21,
donde | es la matriz identidad y X otra matriz multiplicable con A. Entonces, despejando X se
obtiene que:
a) X = A" -2I b) X = A-2A""
¢) Ninguna de las anteriores.
Solucidn:
Operando se tiene:
(X=A’=X>=-X-A+2l & X -AX-X-A+A’=X’-X-A+2l <
S —AX+A =21 & AX=A"-21 = ATAX=AT(A-2]) =
= X =A-2A"

21. (JO8). Si Ay B son matrices cuadradas del mismo orden, entonces la expresion
(A-B)* +A(B—A)+(A—B)B =0 es verdadera:

a) Siempre, para cualquier Ay B

b) Si A o B son la matriz identidad.

c¢) Ninguna de las anteriores.

Solucidn:

(A-B)*+A(B-A)+(A-B)B = A> -~ AB-BA+B> + AB— A>+ AB-B> = AB-BA
Para que AB — BA =0 es suficiente con que A o B sean la identidad.

La respuesta es b).

. 2 1 1 0
22. (J09). Dadas matrices A = el = :
1 2 0 1

Param € R, la matriz A—ml admite inversa:
a) Sim=3

b) Para todo m >3

c¢) Paratodo m < 3.

Solucidn:

Operando se tiene:

2 1 m 0 2-m 1
A-ml = - =
1 2 0 m 1 2-m
Para que la matriz A—ml tenga inversa es necesario que su determinante sea distinto de
cero.

2—-m 1

1 2-m
Por tanto, la matriz A—ml no tendra inversa cuandom=1om = 3.
La respuesta es b).

=0 m?-4m+3=0<m=1om=3
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1 2 a b
23. (P10). Dada la matriz A = (0 J , las matrices P = (C d] tales que AP = PA, son de

la forma:

(a bJ (a b j
a) P= . b) P = .
0 a 0 b-a

) Ninguna de las anteriores. Son matrices de la forma: P =

Solucion:

1 2Ya b a+2c b+2d a b)Yl 2 a 2a-b
AP = = ; PA= =
(O —IJ(C dj ( -C -d j (c dj{o —lj (c 2c——dj

a+2c=a
-Cc=¢C a b
=c=0,d=a-b.= P=
b+2d =2a-b 0 a-b
-d=2c-d
La respuesta es b).
1 -
24.(P10). Dada M = (0 . j, la matriz Y que verifica MY + M 'Y =1, siendo | la matriz
unidad de orden 2, es:
/5 0 -1 0
a)Y = . b)Y = .
0 1/5 1 -1
c¢) Ninguna de las anteriores. La solucidn correcta es: Y =

Solucién:

t
M:(1 _IJ:M’lz(l 1],pues M*IZ(M”) :
0 1 0 1 M|

Como MY +M7Y =1 = (M +M_1)Y:I,setieneque:

20 1 0 2 0Y'(1 0) (1/2 0
Y = = Y= =
0 2 0 1 0 2) (o 1 0 1/2

X 1

21. (P10). Sea A=|x+1 2 2. Sisabemos que el determinante de la matriz 2A es |2A|
X 2-X

= 8, entonces:

a)x=-1lox=3. b)x=00x=2. ¢) Ninguna de las anteriores.

Solucidn:

Propiedad: Si A es una matriz cuadrada de orden n se cumple que |kA| =k" |A| .

Luego,2A|=23|A|=8|A;ycomo |2A|=8 :>|A|=1_
X 1 1
A=|x+1 2 2/=1=x*-2x+1=1= X(X-2)=0 =>x=00 x=2
X 2-x 1

La respuesta es b).
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Problemas

2 3 5 =2 -11 12
1. Dadas A= , B= yC= , halla dos nimeros a y b para que
-1 7 4 -9 -14 41

se verifique que a:A+b-B=C.
Solucion:
Escribiendo la ecuacion extendida y operando, se tiene:

2 3 5 =2 -11 12 2a 3a 5b -2b -11 12
-1 7 4 -9 -14 41 -a 7a 4b -9b -14 41
2a+5b 3a-2b -11 12 2a+5b=-11 3a-2b=12 a=2
= = = = .
—a+4b 7a-9b -14 41 —a+4b=-14 7a-9b=41 b=-3
Puede comprobarse el resultado:

22 3 35—2_4 6) (15 -6) (-11 12
-1 7 4 —9) (=2 14) (12 —-27) \=14 41)

1 -2 2 -6

2. Dadas las matrices A= (2 4} y B= (1 SJ , halla otras dos matrices del mismo
2X-Y=A

orden, X e Y, que cumplan: .
X +3Y =2B

Solucion:
Primero conviene resolver el sistema en funcion de A y B; después se hacen los célculos.
Por el método de reduccion:

2X-Y=A 2X-Y=A 2X-Y=A 1

= = =Y=-(4B-A)

X +3Y=2B 2E2(2X +6Y =4B E2-E1|7Y =4B-A 7

Sustituyendo este valor de Y en la segunda ecuacion inicial, se tiene:
X +3(4B—A)=2B X =2A+2B
7 7 7

Por tanto:
3(1 -1 2(2 -6 1 -15/7
X:—' + —- =
71 -4) 71 -3 5/7 —-18/7
1 2 -6 1 -1 1 -23/7
Y:—' 4' —_ =
7 1 -3 1 -4 3/7 -8/7

1 X 12 -1
, calcula el valor de a para que A" — A= o 20

a
3. Para la matriz A = [0

Solucion:

, 12 -1 12 -1
A*— A= o AA-1)= PN
0 20 0 20

a 1 Ya-1 1 12 -1 a’-a -1 12 -1
= = < = =
0 -al 0 -—-a-1 0 20 0 a’+a 0 20
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a’—-a=12 a=4; a=-3
s s
a’+a=20 a=4;, a=-5

La tinica solucidén comun es a = 4.

4. Demuestra que si las matrices A y B son ortogonales, entonces su producto también es
ortogonal.
Solucién:

Si Ay B son ortogonales =>AA' =1 y BB' =1.
Para que el producto AB sea ortogonal debe cumplirse que (AB)‘(AB)t =1.
Como (AB)B'-A' = A(BB'JA = AI-A' = AA =1 .

1 0 10
5. Halla las matrices A cuadradas de orden 2, que verifican la igualdad: A{l J = [ JA.
Solucion:

) a b
Si A= ( j se desea que:
c d

a bY1 o 1 0Ya b a+b b a b
c dil 1 1 1\c d c+d d a+c b+d
a+bh=a
b=b

= = b=0;a=d;c=c
c+d=a+c

d=b+d

a o0
La solucion del sistema viene en funcion de dos indeterminadas, a y €. Luego, A = ( j .
C a

3

0
Una de las matrices es A= ( SJ , que se obtiene dando los valoresa=3y c=-2.

1 3 2 1
6. Calcula la matriz A que haga que (4 2] = A(S 3) . Halla la solucion de dos maneras:
1) Sin calcular la matriz inversa; 2) Calculandola.
Solucidn:

) a b 1 3 a by2 1 1 3 2a+5b a+3b
1)Si A= = = = = =
c d 4 2 c d\5 3 4 2 2c+5d c+3d

1=2a+5b a=-12

3=a+3b b=5 -12 5

= = A= .
4=2c+5d c=2 2 0
2=c+3d d=0

oe L 3J-AS 5= 2)E 5 -+

Calculo de la inversa:
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2 11 0 (Fl)/2 1 1/2]1/2 0 1 1/2]1/2 0
(M|I)= — - B -
5 3|0 1 5 310 1 F2-5F1l0 1/2|-5/2 1

1 1/2/1/2 0 FiI-(F2)/2(1 0|3 -1 .
- — :(I‘M )
2F2(0 1 |-5 2 0 1-5 2

1 3Y2 1Y (1 3Y3 -1\ (-12 5
Por tanto, A= = = )
4 2)\5 3 4 2\-5 2 2 0

7. Halla el valor del parametro para que cada determinante tome el valor que se indica:

1 0 3 0 a 1 4 2 2
a)[A=0 4 m=7 b)B=[2 0 1=0 c)[C[=0 k 3|=1
0 3 1 -2 30 0 0 k
Solucion:
a) Desarrollando por la primera columna:
1 0 3
A=l0 4 m=7=4-3m=7 =>m=-1.
0 3 1

b) Desarrollando por la primera fila:

0 a I
Bj=[2 0 1/=0=-2a+6=0=a=3.
-2 30

c) El valor de |C| es el producto de los elementos de la diagonal principal, luego 4k* =1y,

por tanto, k = i%.

8. Halla, desarrollandolo por la fila 2% y por la columna 42, el valor del determinante de la

3 -2 10
. -2 0 1 .
matriz A= s 31 6 . Comprueba que el resultado es el mismo.
3 4 10
Solucion:
Por la fila 2%
o2 10 210 B -20
-2 0 [1]0
|A|: =—{=2)-3 1 615 -3 6| =
5 =316
4 100 3 4 0
3 4 10

=[2-(-6) - (-6)]—[(-6) - 18] =180.
Por la columna 4*:
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3 =210
3 -2 1
A = 2 0 0:—2 0 1| =—6(3(—4)+2:(=5) +1:(~8)) = —6:(~30) = 180
-3 34 1
4 10
9. Aplicando la formula Al= ﬁ(Aij )t calcula la inversa de las siguientes matrices, si existe.
111 11 1 1 -1 1
a) A={0 1 1 byB=|1 2 -1 c)C=|-1 2 1
11 2 21 0 1 0 3
Solucién:
1 11 I 1 -1 1 -1 0
a) |[A=0 1 1|=1.Adjunta: (A,)=|-1 1 0 |=A"=(A)=|1 1 -1|.
1 1 2 0 -1 1 -1 0 1
Puede comprobarse que AA™ =1 .
1 1 11 -1 0 1+1-1 —-1+1 —-1+1 1 00
Enefecto: AA" =[0 1 1|1 1 -=1|=| 1-1 1 -1+1[(={0 1 O
I 1 2\-1 0 1 1+1-2 —1+1 —-1+2 0 0 1
1 1 1 1 -2 -3
b)[B=[1 2 -1=1-2-3=—4. Adjunta: (B;)=| 1 -2 1 |=
21 0 -3 2 1
1 1 -3 -1/4 -1/4 3/4
~B'-—|_2 -2 2|=B'=|1/2 12 -12|
s o1 3/4 -1/4 —-1/4
1 -1 1
C) |C|: -1 2 1|=6-4-2=0 = lamatriz C no tiene inversa.
1 0 3
1 0 -1
10. Dada lamatriz A={0 a 3 [, halla:
4 1 -a

a) Los valores de a para los que la matriz A posea inversa.
b) La inversa de A para a = 2.

Solucion:
a) La matriz A posee inversa cuando su determinante sea distinto de cero.
1 0 -1
A=l0 a 3|=-a’+4a-3=0 = a=1l,a=3
4 1 -a

Por tanto, la matriz A posee inversa cuandoa # 1 y a # 3.

José Maria Martinez Mediano



Analisis Matematico (Matematicas Empresariales II) 13

1 0 -1
byParaa=2, A=|0 2 3 |y|A =1
4 1 -2
. : _ i) : :
La matriz inversa viene dada por A~ = | '&I , siendo (Aij )la matriz de los adjuntos de A.
-7 12 -8 -7 -1 2 -7 -1 2
A=|-1 2 -1 :A‘I:% 12 2 -3|=|12 2 -3
2 -3 2 -8 -1 2 -8 -1 2
I 0 o
11. Dada la matriz A=|{a 0 -—1].
2 -1 1

a) ;Existe algun valor de o € R tal que A no tenga inversa para ese valor?
b) Calcula, en caso de que sea posible, la matriz inversa de A? para o = 0.
Solucioén:

a) La matriz A no tendré inversa cuando su determinante valga 0.

1 0 «
|A|:a 0 —1:—1—(x2:>|A|¢0 para todo o € R.
2 -1 1

Por tanto, la matriz A tendré inversa siempre.

1 0 0
b)Parac=0, A=|0 0 -1|= |A=-1.
2 -1 1

Suinversaes A = ﬁ.(Aﬁ )', siendo (AIJ ) la matriz de los adjuntos de A.

-1 -2 0 -1 0 0
La matriz de los adjuntos es: (Aij)= 0 1 1|=>A"=-H-21 1/|.
0 1 0 0 10
1 0 O
Estoes: A" =2 -1 —1].
0 -1 0
1 0 O0)Yy1 0 O 0 0
La matriz inversa de A” ser4 (A*1 )2 =12 -1 =12 -1 -1|=] 0 2 1
0 -1 00 -1 O -2 1 1

Otra alternativa es calcular A’ y hacer la inversa después.
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