Analisis Matematico. Integrales

Problemas y preguntas de tipo test

Integrales indefinidas

1. Calcula las siguientes integrales:

_3
)sz PSS SREL b)jiﬁi—!zdx c)jumx(ﬁnxfdx d)jx@—szbx
Solucion:
a) Se escribe el integrando como se indica:
sz x +3X I(%—X— de —J(Zx*—x‘2+§jdx:—%+l+31nx+c
X X X

e Ve

¢) Ajustando constantes:

jcos X-(sin X)*dx = %J-Ts(sin X)*-cos xdx = %(sin x) +¢

b) I%X: I{ Ix o x J J(X—m Ly )dx

d) jx(4—4x2)dx = j(4x—4x3)dx:2x2—x4+c

2. Calcula las siguientes integrales indefinidas:
2
a) I 3X 2dX b) J.X\II—deX c) j(senx)3dx
X"+

Solucion:
a) Ajustando constantes:

2 2
j 3X 2dx 2% zx 2dX=%1H(X3+2)+C
X’ + X* +

b) JXVI —x*dx puede hacerse directamente (es inmediata).

Ix\/l x*dx = ——J( 2x(1-x*)"*)dx = luﬁ-C:—%

3/2

c) Isen3 xdx = J‘sen x-sen? Xxdx = J‘sen x-(1-cos? X)dx =

s° X

2 Cco
= | sen Xxdx —| sen X cos~ XdX = —cos X + +C

d) Se opera en el integrando:

I(Z—3x)2dx = I(4—12x+9x2)dx:4x—6x2 +3x° +c¢

:ix3/4 _Exmz
3 7

+C

d) I(2—3x)2 dx

(1-x2)"% +¢

José Maria Martinez Mediano
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3. a) Comprueba que 1 2X = 31 .
X X +1 X +X

b) Calcula la integral indefinida: J. 3 dx.
X~ + X
Solucion:
1 X x> +1 X 1
a) ——

x x+1 x(+1) x(x+1) X +x’
b) Por lo visto:

I 31 dx:I(l— 2X JdX:lnX—lln(X2+1)+C
X~ + X X XxX°+1 2

4. Calcula las siguientes integrales:

a) IX —14 b) J'lenxdx
X+3

Solucion:

a) Dividiendo el integrando (puede hacerse por Ruffini), se tiene:

3 3
IX 1dx :_[ X —3x+9—£ dx —X——ix +9x—-28In(x+3)+cC
X+3 X+3 3 2

b) La integral J- 2x1In xdx se hace por partes.
Tomando:
u=Inx y dv=2xdx = du :ldx; V=x’
X

Luego,
2

jlenxdx=x2 lnx—J-xdx :XZIHX—X?-FC

5. Calcula las siguientes integrales:

a) .cos(4x+3)dx b) J‘x-\3/4+x2dx

-2X

°  dx d) IL — (cambio: t =InXx)
5 X(4 —1nXx)

c)

Solucién:

a) | cos(4x+3)dx = %j4cos(4x+3)dx = %sin(4x+3)+c

b) Es una integral “inmediata”. Basta con ajustar constantes.

/3+
Jx-mdx = %J‘2x(4+xz)mdx = lMH = %"3\/(4+X2)4 +C

2 1/3+1

% I( 2)e *dx = — +C
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d)Sit=Inx = dt =ldx. Por tanto,
X

j dx :j L L= [dt = —n(d—t)+c=—m(4—Inx)+c
X(4 —InXx) (4—Inx) x 4—t

6. Halla la primitiva de f(X) = X(l —In X) que pasa por el punto (1, 3).
Solucion:

Hay que encontrar la funcién F(X) = I X(l —In X)dX que cumpla que F(1)=3.

En primer lugar puede escribirse I X(l —In X)dX = I xdx —I XIn xdx.

En la segunda integral se hace
u=XxInx = du=(Inx+1)dx

dv=dx = v=x

Luego, lenxdx=x2 lnx—j(xlnx+x)dx = X lnx—lende—jxdx =

2
= 2J‘xlnxdx=lenx—%

X2

De donde, j XIn xdx -1 x? In X ———
2 4
Por tanto:
2

2 2
F(x):'[x(l—lnx)dx = dex—'[xlnxdx X [y X e = Lo mx+ 2 e
2 |2 4 2 4

12
Sise deseaque F(1)=3 = —l-l2 lnl+£+c =3=c =3—§=2.
2 4 4 4
2

La primitiva buscada es F(X) = Lemxe 242

2 4 4
7. Calcula la integrales indefinidas:

X+38 2dx
a) [—22 o b [
)Ix2+x—2 ) x> —4
Solucion:
Ambas pueden hacerse por el método de descomposicion en fracciones simples.
2) I _X*8
X2+x-2

Como las raices del denominador son X =1y x=-2: x> + X—2 = (X=1)(X+2), se tiene la
igualdad:
x+8 A N B _AX+2)+B(x-1

X2 +Xx-2 X-1 x+2 (X=1)(x+2)
Luego:

X+8=A(X+2)+B(x-1)

six=1:9=3A = A=3

six=-2: 6=-3B = B=-2
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Con esto:

sz;gdhj‘ 3 dx+I =2 Ix=3L(X—=1)-2L(X+2)+C
X +X—-2 X—1 X+2

b) J' 2dx

Como:
2 A N B A(X+2)+B(X 2)
X2 -4 X-2 XxX+2 x> -4
A+B=0

1
= 2=AX+2)+B(Xx-2) = - A==y B=—=
( )+B( ) {2A—2B=2 2y 2

Luego,

I fdx :J( V2 172 jdx:%ln(x—z)—%ln(x+2)+c

X~ —4 X—2 X+2

8. Halla la integral indefinida I—dx mediante el cambio de variable /X =t.

Solucién:

Si x=t= 1 ox=dt = dx = 2+/xdt = 2tdt .
24x

Por tanto,
2(1+t)—2

1++/x 1+t 1+t

'[ U ax= [ otdt = —tdt:j4dt—j{2—%jdt=2t—21n(1+t)+c=
+

= (deshaciendo el cambio) = 2Vx - 21n(1 ++/x )+ c
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Integrales definidas
9. Halla el valor de:

° 3 9 ﬁ 1 0y
a dx b I XA/l + x? dx c j xe > *dx

Solucién:

‘3 9 3
a dx =64/3x=5] =6(2-1)=6
).2 V3X-=5 ‘2 ( )

V3 13 1 3/2[3
b) | xv1+x*dx :EI 2x\/1+x2dx:§(1+x2)

J0 0

c¢) Ajustando constantes:

J.lxe—?)xz-%-ldx — _ljl(_ 6Xe—3x2+1 %X:(_le‘“z’rlj
6 6

0 0

10. Calcula el area de la region limitada por y = 4 ,eleje OXylasrectas x=1,x=4.
X

Solucién:

. 4 . e
La funcion y = —, que es una hipérbola equilatera, puede trazarse
X

dando algunos puntos: (0,5, 8); (1, 4); (2, 2); (4, 1); (8, 0,5). 5-

La region es la sombreada en la grafica adjunta.

El area viene dada por la integral definida: 0 5
4
L ix=[41nx] = 41n4 \
1 X

11. Calcula el area de la region limitada por la funciéon y = 4 y la recta que pasa por los
X

puntos (1,4)y (4, 1).

Solucion:
La recta que pasa por los puntos (1, 4) y (4, 1) de la curva tiene por
ecuacion :
X__l — y__4 = y =X+ 5 . }
-1 1-4

El recinto es el sombreado en la figura adjunta.

El area de esa region viene dada por la integral definida: 1 4 é\

4 2 4
j(S—X—i]dXZ sx— > _4Inx| =2 _4in4
1 X 2 | 2
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12. Calcula el area comprendida entre las pardbolas y = X* +X+1, y=—-X* —2X.

Solucion:

El 4rea es la del recinto sombreado en la figura adjunta. (Como las gréaficas son parabolas
pueden trazarse facilmente).

Las curvas se cortan en X =—1 y en X =—1/2, que son las soluciones 24

del la ecuacion: x>+ x+1=—-x*—2x

Luego: /
-1/2 -1/2 1

S=|(=x*=2x—(X*+x+1)dx = | (-2x*> =3x-1)dx =
-1

-1

_[L2p 3y —xj
3 2

13. Halla el 4rea del recinto plano comprendido entre las graficas y=x* ey = Jx.
Solucion:

El recinto plano comprendido entre las graficas y=x* ey = Jx, que A
puede trazarse dando algunos valores, es el adjunto. 14

Y 2 1 1
s =[x e 25X
0 3 3 o
0 1

3 3 3
14. Halla la superficie del recinto plano encerrado entre la curva dada por la funcion
f (x) = xe* y el eje OX, en el intervalo [-2, 0].
Solucion:
En el intervalo considerado, el signo de la funcion es negativo, por tanto, la superficie
buscada viene dada por:

-1/2 0

24

-1

'

0
S= —J- xe dx
-2
2
La integral Ixe"dx la haremos por partes. ]/
Tomando: '\’2‘—%
Uu=xy dv=e*dx = du=dx; v=e" -4 i 0
Se tiene:

jxexdx=xex —J.exdx=xeX —e”
Luego:
0 0 5
S= —I xe*dx = —[xeX —e*]_2 =1-3e”
-2
(La grafica no es imprescindible).

2
15. Calcula el area encerrada entre la curva de la funcion f(x) =

y el eje OX, en el
2+X

intervalo [0, 2].
Solucion:
Como en el intervalo de integracion la funcion es positiva, el area pedida es:

2 2 2 4 X2 2
A= —dx=I (x—2+—jdx: ——-2X+4In(2+X)| =-2+4In4—4In2=4In2-2
0 2+X 0 2+X 2

0
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16. Calcula el 4rea encerrada entre las curvas dadas por las funciones f(x)=x>y

g(x) = x> —2x* +2x.

Solucion:

Para determinar el area interesa conocer los puntos de corte de las curvas y saber qué curva va
por encima de la otra entre esos puntos de corte. También es conveniente hacer un esquema

grafico de la situacion.
Puntos de corte:

fX)=g(x) = x*=x>-2x*+2x = x> -3x* +2x=0 =
= X(x* =3x+2)=0 = x(x-1)(x—-2)=0
Las curvas se cortan cuando x =0, X=1y X = 2.

Posicion de las curvas en los intervalos (0, 1) y (1, 2).

Se hace la diferencia g(x)— f(x), que esg(x)— f(X) =X(x-1)x-2).
Luego:

¢ Si0<x<1, gX)— f(X)=x(x=1Dx-=2)=(+)(-)(-) >0 — g(x) vapor encima de f(x)
o Sil<x<2l, g(X)— f(X)=x(X—-1D)x-2)=(+)(+)(-) <0 — g(x)vapor debajo de f(x)
Por tanto, el area pedida viene dada por

s = jo(g(x)— £0)dx+ f}f(x)—g(x))dx =

= S= jl(x3 —3x? +2x)dx+J‘Z— x* +3x2 —2x)dx =
0 1

x* 1 x* ’ 1
= | =X+ x| 4| X x| =——=—
4 o 4 X 2

El esquema grafico, que puede obtenerse calculando y
representando algunos puntos de las curvas, es el adjunto.

N
N

17. El é4rea de la region plana limitada por la curva y = (sin X)2 cosX yeleje OXenel
intervalo [0, /2] vale:

a) 1/3 b) 1 —m/4 ¢) Ninguna de las anteriores
Solucion:
Como la funcion es positiva en el intervalo de estudio, la superficie buscada es:

n/2
=l(sin£—sin0j =l
0 3 2 3

n/2
S= I (sinx)’ cosxdx = %(sin x)’
0

— La respuesta es a).

18. El 4rea del recinto limitado por las curvas de ecuacion y =X e y = |X , vale:
1 1 . .
a) s b) 3 ¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion: %
Las curvas pueden representarse dando valores. Son las adjuntas. "
Por tanto:
1 0 1
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! 2
S :2"‘(x—x2)dx=(x2 ——x3j
0 3

—La respuesta es b).

1

3

0

19. El area de la region plana limitada por la curva y =sin2x y el eje OX en el intervalo [0,

7] vale:

a)0 b) 2w ¢) Ninguna de las anteriores
Solucion:

La funcion corta en los puntos X =0, X =71/2 y X =T.

Luego: " | w2 0 Iﬂ/> . ﬂ/;\ . /
S=2I sin 2Xxdx =2(—§cos2xj =2 /| \/ \j/

0

0

1 .
20. El 4rea encerrada entre la curva y = — y el eje OX, entre x =1 y x = &7, vale:
X

a) e’ — 1 b)4-—e ¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:

El recinto es el sombreado de la figura adjunta.

(No es necesario dibujarlo, pues la funcion es positiva en el
intervalo de integracion).

El area es:

o
—_
o

92
j ldX:[lnX]f2 =Ine’ —Inl=2 0
1 X

La respuesta es c).
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Integrales impropias

21. Halla:

2 | 1 o
o Lax b '[ Lo of a4 d
)L& ) 0 A/x ) . (4=X)? ) . (3-X)°
Solucioén:

a) Es impropia (no es continua en X = 0).

J \/_ dx—Ilm(zJ_]

t—>0*
b) Es impropia (no es continua en X = 0).

8 8 3
—dx—I|m x3dx = lim| =x*3
Jo \/_ HO*." t—0* 2

—dx=Iim

J = ~1im (242 - 24t )=242

c—0"

8
= Iimi(i/S_z—3 tz):6

t—0"

t

e 0 0
c) ! —dx = lim 4d = i m(LJ = Ilm(l——j:l
Jdx (4-X) o b (4—X%)° b—>—e0\ 4 — X b>-o\ 4 4-b) 4

0
d) L=t [ ——ax- |im[Lj _ ||m(l__j:l
—w (3 X) b—)—oo (3 X) b—-o| 3 — X ) b——o\ 3 _ 3

n/2

22. La integral impropia J- tan xdx es:
0

a) Convergente.

b) Divergente.

¢) Ninguna de las anteriores.

Solucion:

La discontinuidad se produce en /2. Por tanto:

/2 c C 2
SIn X
j tan xdx = I tan xdx = j dx =
0 o COSX

= lim (-In(cosX))|’, =

con/2”

—La respuesta es b).

lim
c>(n/2)”

lim

c—>(n/2)”

23. La integral j dexz
2 X

a) Converge a 1.
b) Converge a 1/2.
c¢) Es divergente.
Solucion:

+00 t t
j de— Ilmdex— Ilm( lj
2 X t—+o0 2 X t—+o0\ X 5

—La respuesta es b).

(-1 1) 1
=lim —+—=|=—=
t—oow t 2 2

lim (~Incosc+Incos0) = [—ln0+ln1]:
—n/2
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2
24. La integral impropia J- izdx

-1 X
a) Converge a 1/2.
b) Es divergente.
¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:

. 1 : .
La funcion f(X) = —-es discontinua en X = 0, luego:
X

2 0 2
j — dx I dex +J- de las dos integrales del segundo miembro son divergentes.

1 X 1 X 0 X*
. 0 [t -1 (-1
« La primera es: —dx = lim| —dx=lim| — | =lim| —+1|=
2 _ X ), ot

X t—=0" o 1 X t—0~

—La respuesta es b).

+00

25. La integral impropia J x"'"*dx, donde a> 0:

1
a) Converge siempre.
b) Diverge siempre.
¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:

b
+00 b —-a
T , e , | X , -1 1 1
jxladx=llmjx1adx:llm = lim +—|==
) b+ J b—+o| —a | b—+o| gh? a a

—La respuesta es a).

2
1
26. La integral impropia J —dx
0 Jx
a) Converge a 2.

b) Converge a 2V2
c) Es divergente
Solucion:

I—dx— Ilmj \/_dX—llm(2\/_J —|Im(2\/_ 2\/_)) 22

t—0" t—0" t—0"

—La respuesta es b).

27. El 4rea del recinto limitado por los ejes de coordenadas y la curva y =€~ * viene dada por

-+00
J-e‘xdx. Su valor es:
0

a) 1 bye™!
¢) No es convergente: vale oo.
Solucion:
+00 t
jexdx: IimJ- e dx = lim(—e” ) =lim(-e" +e%) =1
0 t—>+o0 Jg t—+o0 t—+o0

—La respuesta es a).
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+00

28. El valor de I xe *dx es:

0

11

a) +1 b) o
¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:
+m —X I b -X I1 -X —xy|P I1 -b -b
xe *dx = lim jxe dx = lim(-xe™ —e™)| = lim ((—be —e )+1)=1
0 b—+o Jo b—+o0 0 b—+0
La integral definida se hace como sigue.
Tomando:
u=xydv=edx = du=dx;v=—e"
Luego:
jxe‘XdXZ— xe™ +Ie‘xdx=— xe“—e " +c
—La respuesta es a).
29. La integral J- e ¥dx:
1
a) Converge a e°.
b) Converge a €.
c) Es divergente
Solucion:
) t t
j e dx = Iimje‘zxdx:lim(—e‘zx] —lim(-e ™ —(-e™))=e"
1 t—o )y t—o 1 t—o

—La respuesta es b).

+o0
30. La integral impropia J- xP?dx , converge si:
1

a) p>1 b)0<p<2
¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:

+00 b p-1 b p-1
jxp‘deZIimep‘zdx:lim S TSy (L
1 b+ J4 b—>+o0 p_ll b—>+o0 p_l p_l

Este limite existe cuando 0 <p < 1.(Sip>1, b""' — o).
—La respuesta es ¢).

José Maria Martinez Mediano



Analisis Matematico. Integrales 12

Matematicas Empresariales |

Las integrales que siguen se han propuesto en exdmenes de licenciatura (Hoja 6.2)

1. (E11) Dadas las funciones f(X)=In(X) y g(x) =1-2x, halla el area del recinto plano
limitado por las rectas X =1, X = 2 y las graficas de f(x) y g(X).

Solucion:
El recinto determinado por las funciones dadas es el sombreado en la figura adjunta. (Tanto la
funcién logaritmica como la recta son de representacion inmediata.)

El area viene dada por la integral:
2 2 2
I(lnx —(1-2x))4dx = zjln xdx —I(l —2X)dx =
1 1 1
2
1

=(xlnx—2x+x21 =2In2+1 0

La primitiva f(X)=In(X) se encuentra por partes, haciendo:

u=Inx :>du=ldx )
x Py

dv=dx = v=xX
De donde: JlnXdX:xlnx—jdX:xlnx—x

La primitiva g(X) =1-2X es inmediata: j(l —2x)dx = x— x>

a

2. (E10) ElvalordeI %dx=3:
1 X

a)Sia=2 b)Sia=-2 c¢) Para ambos valores de a; esto es, si a =2

Solucion:
Una primitiva del integrando es inmediata. Basta con escribir:

d 72 _
%dx = ISX‘3dx _gX %

J X _2 X2
Por tanto;
e a _ a
%dx=3<:> (—j) :—iz—(—i):3:>—iz+4=3 —=a=2.
Ji x X~ a 1 a

La respuesta es a).

Otra solucion puede ser a = —2, aunque hay que descartarla, ya que la funcion f(x) = % no
X
es continua en el intervalo [-2, 1]. (Resultaria una integral impropia.)

2
3. (S09) El area del recinto limitado por f(Xx)= XT +1 y el eje OX en el intervalo [0, p], vale

— SI:
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ap=1 b)p=2 ¢) Ninguna de las anteriores
Solucion:
La funcion es positiva que en el intervalo de integracion. Por tanto, el area buscada vale:

nl 2 3 P
I L dx = X x| =
o\ 4 12 .

12
La respuesta es b).

p’ p’

P> p:§:> p’+12p-32=0 = p=2

4. (F09) El area comprendida entre las dos parabolas y = x> e y =-2x* +3, vale:
a) 2747 b) 4 c¢) Ninguna de las anteriores, su valor es:

Solucion:
La region es la sombreada en la siguiente figura.
Las curvas se cortan en los puntos (-1, 1) y (1, 1), que son las soluciones del sistema

y=x*
y=-2x>+3

Como Y = x* va por debajo de y =—-2x* +3 en el intervalo (-1, 1), el
area viene dada por:

1 1
A=I(—2x2 +3—x2)dx=j(—3x2 +3dk = +3x] =2-(-2)=4
1 = -

La respuesta es b). / K ’ 1 \

5. (S08) La superficie finita comprendida ente la grafica de f(X)=x? —4x+4 y los ejes de
coordenadas vale: \
a) 4/3 u? b) 8/3 u? c) 16/3 u? 4
Solucion:
Hay que trazar la curva para comprobar que la funcion no corta al ejeen ;.
el intervalo de integracion. (También podria indicarse que

f(X)=x"—4x+4= (X - 2)2 nunca es negativa). Por tanto: 0
2 0 2 4
2

8
=—1u
3

2 X3
S =J‘(x2 — 4%+ 4)dx :L?—zxz +4x]
0

La respuesta es b).

6. F08. Haz un esbozo de la funciéon f(x) =X’ —6x* +9x y calcula el 4rea encerrada entre la
curvade f(x) yeleje OX.

Solucion:
f(X)=x—6x +9x = f'(x)=3x* —12x+9=0 = x=1;x=3. ]
Six<l1, f'(x) >0= f(x) crece.
Sil<x<3, f'(x) <0= f(x) decrece = En x = 1 hay maximo. 24
Six>3, f'(xX) >0= f(x) crece = En x =3 hay minimo.
Algunos valores: (-1, —1), (0, 0), (1, 4), (3, 0), (4,4) 0 . .
El esbozo es el siguiente. 0 2 4
La funcion corta al eje en los puntos X =0 y X = 3; por tanto, el area -2
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pedida vale

3 x* 9
S :j(x3 —6X* +9x)dx = | ——2x> +=x* | ="~
0 4 2

0

7.(F07) Lacurva y = X> —2x+1 y la recta de ecuacion y = 2x —2 limitan un recinto finito
en el plano cuya area es:

a) 4/3 b) 7/3 ¢) Ninguna de las anteriores, su valores
Solucion:

Como tanto la parabola como la recta pueden dibujarse dando valores, el 64
esquema grafico no presenta dificultades. Se obtiene la figura adjunta; el
recinto es el coloreado.

El area viene dada por:

3 3
J-(Zx—z—(x2—2x+1))dx:I(—x2+4x—3)dx= -
1 1

3 3
Y R . % =0—(—1+2—3J=i o [\
3 3 3 -
| o/ 2

La respuesta es a).

8.(S07) Lacurva y = x> —2x+1 y la recta que pasa por los puntos A(1, 0) y B(3, 4) limitan
un recinto finito en el plano, cuya area vale:

a) 2 unidades cuadradas (u?) b) 5/3 u? c) 4/3 v’
Solucion: 6-
La recta que pasa por los puntos A(1, 0) y B(3, 4) es:
X__l — y_—() P y =2X-2 4 -
3-1 4-0

Como tanto la pardbola como la recta puede dibujarse dando valores, el
esquema grafico no presenta dificultades. Se obtiene la figura siguiente; el .
recinto es el coloreado.
El area viene dada por:

3 T

3 3 3
I(2x—2—(x2 —2x+1))dx = I(—xz +4x —3)dx :(—X?+2x2 —3x]
1 1

=o—(—1+2—3j:i
3 3

La respuesta es c).

1
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2
. . X .
10. (F06) El érea del recinto plano encerrado entre la curva de ecuaciéon y = T X,yeleje

OX, vale:
a) 2/5 b) 8/3 c¢) Ninguna de las anteriores, el area vale
Solucion:
El area encerrada curvas es la sombreada.
64 8 \\I /

4
4 2 3 2
Az—J' X oxix=| -+ X
o\ 4 122 )

La respuesta es b).

=Rt P

11. (F05) El 4rea encerrada entre las graficas de la recta y = x+2 y la parabola y = x*, vale:

7
a) — u’
4
Solucion:
El area encerrada entre ambas curvas es la sombreada en la siguiente figura.

La parabola y la recta se cortan en los puntos las soluciones del sistema

{y=x+2 4-

b) 1741 u? ¢) Ninguna de las anteriores, su valor es:

, »>queson (=1, 1)y (2,4); puntos de abscisas X = -1y X = 2.
y=X

Por tanto, el area pedida viene dada por la integral 2

2
2 3
r(x+2—x2)jx= XX =2+4—§—(l—2+1j=2u2
B 2 3 37 (2 2

La respuesta es c).

José Maria Martinez Mediano



